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La curva de rendimiento recoge mucha informaci¶ on sobre las expectativas de los agentes econ¶ omicos
respecto de la evoluci¶ on de la econom¶ ³a. En particular, una curva con pendiente positiva implica
que nos encontramos en un per¶ ³odo de bajo crecimiento y bajo una in°aci¶ on acotada es posible
que la Pol¶ ³tica Monetaria est¶ a siendo expansiva. Esto ¶ ultimo pues dicha pol¶ ³tica actual sobre
la tasa m¶ as corta de la curva que corresponde a la interbancaria. Una pol¶ ³tica activa incentiva
actividad por lo que los descuentos a mayores plazo son m¶ as alto, re°ejando de paso un ajuste de
la pol¶ ³tica hacia la neutralidad.
La estimaci¶ on de la curva de rendimiento ha despertado el inter¶ es tanto acad¶ emico como de
los analistas ¯nancieros. Estos ¶ ultimos han desarrollado modelos que permiten interpolaciones de
madurez a ¯n de poder completar la curva. Esta visi¶ on es est¶ atica en el sentido que no explota
la dimensi¶ on de series de tiempo de las tasas de inter¶ es que podr¶ ³a implicar una estimaci¶ on m¶ as
e¯ciente de la curva. Por otra parte los modelos te¶ oricos m¶ as puros nacen de la mano de la
modelaci¶ on de procesos estoc¶ asticos y son acotados a modelos que no presentan oportunidades de
arbitraje. En la pr¶ actica estos modelos no han sido completamente satisfactorios para tanto un
adecuado ajuste est¶ atico de la curva como elementos de predicci¶ on. Diebold (200x) discute sobre
las bondades del modelo de Nelson y Siegel (1987), el cual puede ser entendido como un modelo
din¶ amico m¶ as complejo que los presentados por la literatura de modelos de no arbitraje.
12 Elementos Te¶ oricos
En esta secci¶ on presentamos los elementos te¶ oricos relevantes para el desarrollo de la curva de
rendimiento. Una revisi¶ on exhaustiva de los conceptos ac¶ a desarrollados se encuentran en los
cap¶ ³tulos 10 y 11 de Campbell y otros (1997).
2.1 Bonos de Descuento
Consideremos a Znt como la tasa de descuento que se aplica en t para un °ujo que se recibir¶ a
en el per¶ ³odo t + n. De esta forma podemos de¯nir el precio de un bono de descuento o cero
cup¶ on que paga una unidad monetaria n per¶ ³odos adelante como Bnt = (1 + Znt)¡n. Para
simpli¯car el an¶ alisis utilizaremos la versi¶ on de capitalizaci¶ on continua de la tasa que corresponde
a znt = log(1+Znt).1 De esta forma, el logaritmo del precio del bono de descuento (bnt) y la tasa
de descuento capitalizada continua (znt) se relacionan como sigue: bnt = ¡nznt.
2.2 La Hip¶ otesis de Expectativas
Adicionalmente, tomaremos el retorno neto (Rn;t+1) de mantener un bono de descuento de
madurez n por un per¶ ³odo de tiempo como (1 + Rn;t+1) = Bn¡1;t+1=Bnt. Siguiendo con las
de¯niciones previas esto se expresa como rn;t+1 = bn¡1;t+1 ¡ bnt = nznt ¡ (n ¡ 1)zn¡1;t+1. Esta
ecuaci¶ on implica que la actual tasa de descuento de madurez n puede ser entendida como un
promedio ponderado de tasas del pr¶ oximo per¶ ³odo: znt = (1=n)rn;t+1=n + [(n ¡ 1)=n]zn¡1;t+1.
An¶ alogamente tenemos que zn¡1;t = [1=(n ¡ 1)]rn¡1;t+1 + [(n ¡ 2)=(n ¡ 1)]zn¡2;t+1. Adelantando
un per¶ ³odo la ecuaci¶ on: zn¡1;t+1 = [1=(n¡1)]rn¡1;t+2+[(n¡2)=(n¡1)]zn¡2;t+2 y reemplazando en
la tasa actual: znt = (1=n)(rn;t+1+rn¡1;t+2)+[(n¡2)=n]zn¡2;t+2. Notamos que r1;t+n = z1;t+n¡1,
de modo que en reemplazos sucesivos tenemos que: znt = (1=n)
Pn¡1
i=0 rn¡i;t+1+i.
Con informaci¶ on en t, los retornos rn¡i;t+1+i no son conocidos. Sin embargo, la hip¶ otesis
de expectativas puras en logaritmo indica que por arbitraje el valor esperado de estos retornos,
condicional a la informaci¶ on en t debieran ser similares los retornos de las estrategias de inversi¶ on






cuando la funci¶ on se expande en torno a
cero. Dado que las tasas en general son peque~ nas, esto signi¯ca que en la pr¶ actica ambas tasas son similares.
2segura. Esta corresponde a compra un bono de descuento que madure en el pr¶ oximo per¶ ³odo,
esto signi¯ca que Et+i(rn¡i;t+1+i) = z1;t+i. Finalmente por expectativas iterativas tenemos que







Esta ecuaci¶ on es fundamental para la construcci¶ on de la curva de rendimiento ya que indica que
la estructura completa de tasas se obtiene de las expectativas de la tasa corta.
2.3 La Ecuaci¶ on de Euler
Alternativamente es posible construir la curva de rendimiento a trav¶ es de la ecuaci¶ obn de Euler.
En ella se establece que el precio de un activo se encuentra relacionado con sus pagos futuros
descontados seg¶ un el Factor de Descuento Estoc¶ astico (FDE) el cual se obtiene de fundamentales
de la econom¶ ³a. Usualmente el FDE, denotado por Mt+1, se relaciona con el ratio de utilidades
marginales del consumo del agente representativo de la econom¶ ³a aunque esta relaci¶ on puede
generalizarse a factores fundamentales de la econom¶ ³a (xt). De este modo, el precio de un bono
de descuento esta ecuaci¶ on se obtiene de esta ecuaci¶ on como sigue: Bnt = Et(Bn¡1;t+1Mt+1),
donde Mt+1 es funci¶ on de los factores xt+1. Por simplicidad trabajaremos con el logaritmo del
FDE (mt+1). De este modo el precio del bono de descuento bajo la ecuaci¶ on de Euler es:
bnt = Et(bn¡1;t+1 + mt+1) + º (2)
con mt+1 ´ g(xt+1), donde g es una funci¶ on tratable. Por otro lado, º es el factor de Jensen que
debiera ser en la pr¶ actica peque~ no por lo que ser¶ a eliminado del an¶ alisis.
2.4 Bonos con Cupones
Usualmente los bonos de descuento se encuentran concentrados en el tramo m¶ as corto de la curva
de rendimiento, mientras que para el tramo mediano y de largo plazo los bonos contienen cupones.
Esto introduce una di¯cultad adicional al separar lo que corresponde a una tasa pura de descuento
3con respecto de una tasa de descuento de un bono (TIR). Esta ¶ ultima corresponde a la tasa de
rendimiento que obtendr¶ ³a el inversionista si mantuviera el bono con cupones hasta madurez,
recibiendo todos y cada uno de los pagos consignados en el contrato. El precio de un bono con






(1 + Ynt)2 + ¢¢¢ +
Fn




(1 + Ynt)i (3)
Para simpli¯car la discusi¶ on introduciremos el concepto de duraci¶ on de Macaulay (Dcnt), el cual
corresponde al promedio ponderado de las \madureces" de cada cup¶ on. El ponderador corre-



















(1 + Ynt)i (4)
Es claro de (4) que para el caso de bonos de descuento Fi = 0 para todo i < n mientras que
Fn = 1. Por ello para esos bonos tenemos que Dnt = n. Por otra parte, notamos que al derivar








Este resultado es similar a la de¯nici¶ on de duraci¶ on. De hecho podemos observar que la duraci¶ on














(1 + Ynt)i = ¡Dnt:
Esto implica que la duraci¶ on corresponde al efecto de primer orden en cambios de la TIR, es decir, i
se cumple que los cambios en la curva de retorno son paralelo, entonces es posible considerar que los
cambios en precios cuando cambia el retorno de un bono con cupones (en t¶ erminos porcentuales)
ofrecen una medida del tiempo en que el documento retorna la inversi¶ on o en t¶ erminos m¶ as burdos
es su madurez \sint¶ etica".
4Al comparar los bonos con cupones con los de descuento observamos que el t¶ ermino duraci¶ on
opera de forma similar que la madurez de los ¶ ultimos. Por este motivo el ajuste natural para la
aplicaci¶ on de los modelos que se basan en bonos con descuento es cambiar el t¶ ermino de madurez
por la duraci¶ on de los bonos. Es importante notar que esta aproximaci¶ on se realiza en t¶ ermino
de los retornos de los bonos (ynt » zDt) y no con respecto a su precio.
3 Modelaci¶ on Emp¶ ³rica
En esta secci¶ on revisamos las modelaci¶ on de la curva de rendimiento. En esta revisi¶ on consider-
amos los modelos que trabajan en las ecuaciones (1) o (2), es decir modelos de factores.
3.1 Din¶ amica Autoregresiva
Un mecanismo natural para genera la curva de rendimiento viene de la consideraci¶ on de un proceso
estoc¶ astico para la tasa m¶ as corta de la curva. A modo de ejemplo consideremos un proceso AR(1):
z1;t+1 = c + Áz1t + e1;t+1
donde 0 < Á < 1 y e1;t+1 es un error con media cero y varianza ¯nita. De este proceso notamos su
media incondicional como E(z1;t+i) = c=(1 ¡ Á) ´ z¤, mientras que la esperanza condicional con
informaci¶ on en t es Et(z1;t+i) = c(1 ¡ Ái)=(1 ¡ Á) + Áizt = (1 ¡ Ái)z¤ + Áizt, esto es un promedio
ponderado entre la esperanza incondicional y el valor conocido.
Theorem 3.1. Utilizando la ecuaci¶ on del promedio (1) y la estructura autoregresiva para la tasa
m¶ as corta: z1;t+1 = c+Áz1t +e1;t+1, tenemos que la tasa de descuento de madurez n obedece a la
siguiente estructura:







con z¤ ´ c=(1 ¡ Á) el valor de equilibrio del sistema din¶ amico.




































Notamos que en equilibrio (z1t = z¤) el modelo implica znt = z¤ lo que signi¯ca observar una curva
de rendimiento plana. Adicionalmente el caso de ra¶ ³z unitaria puede ser analizado considerando
que: limÁ!1(1 ¡ Án)=(1 ¡ Á) =LH limÁ!1 ¡nÁn¡1=(¡1) = n por lo que bajo no estacionaridad
del proceso z1t tenemos que znt = z1t lo cual indica que todas las tasas de inter¶ es tienen ra¶ ³ces
unitarias, situaci¶ on que en la pr¶ actica es dif¶ ³cil de rechazar.











Vasicek (1977) considera que hay un factor que caracteriza toda la curva de rendimiento. Este
postulado obecede tanto a la ecuaci¶ on del promedio (1) como a la ecuaci¶ on de Euler (2). En este
apartado presentando la discusi¶ on del modelo siguiendo la ecuaci¶ on de Euler. La notaci¶ on sigue
de cerca al material presentado en el cap¶ ³tulo 11 de Campbell y otros (1997).
Primero, consideremos que mt+1 depende linealmente de un factor din¶ amico homoced¶ astico,
es decir: mt+1 = ¡xt + ¯et+1, con xt = c + Áxt¡1 + et, donde et » N(0;¾2) y ¯ es el elemento
de correlaci¶ on entre el FDE y el factor x. Esto implica que mt+1 puede ser escrito como un
6ARMA(1,1), debido a que mt+1¡Ámt = ¡xt+¯et+1+Áxt¡1¡Á¯et, lo que ordenadamente ser¶ ³a:
mt+1 = ¡c + Ámt + »t+1 + µ»t, donde »t ´ ¯et y µ ´ ¡(1 + ¯Á)=¯.
Para completar el an¶ alisis consideraremos que la soluci¶ on gen¶ erica para el precio de un bono
de descuento como bnt = Fn ¡ Gnxt, donde Fn y Gn son funciones de los par¶ ametros del mod-
elo y de la madurez (n). Tomando el lado derecho de (2) tenemos que Et(mt+1) = ¡xt y
Et(pn¡1;t+1) = Fn¡1 ¡ Gn¡1Et(xt+1). Al igualar los t¶ erminos asociados con xt tenemos que
Gn = 1 + ÁGn¡1, mientras que los t¶ erminos libres implican lo siguiente: Fn = Fn¡1 ¡ cGn¡1.
Resolviendo recursivamente: Gn = (1 ¡ Án)=(1 ¡ Á).
Para determinar los valores iniciales consideremos n = 1 en cuyo caso b1t = Et(mt+1 +b0;t+1).
Por construcci¶ on b0;t+1 = 0, luego b1t = ¡xt lo que implica que F1 = 0 y G1 = 1. Debido a que
la tasa puede ser obtenida como znt = ¡(1=n)bnt tenemos que z1t = ¡b1t = ¡F1 + G1xt = xt,
lo que identi¯ca al factor como la tasa de inter¶ es m¶ as corta de la econom¶ ³a. Dado que xt es un
AR(1) este modelo coincide con el presentado en el apartado anterior.
Emp¶ ³ricamente es dif¶ ³cil ajustar toda la curva con un solo factor por tanto consideremos el caso
de dos factores no correlacionados, esto es mt+1 = ¡x1t¡x2t+¯et+1, con xit = ci+Áixi;t¡1+ei;t.
Considerando la misma soluci¶ on gen¶ erica: bnt = Fn¡Gnx1t¡Hnx2t. Tomando el lado derecho de
(2) tenemos que Et(mt+1) = ¡x1t¡x2t y Et(pn¡1;t+1) = Fn¡1¡Gn¡1Et(x1;t+1)¡Hn¡1Et(x2;t+1).
Al igual los t¶ erminos asociados con x's tenemos: Gn = 1 + Á1Gn¡1 y Hn = 1 + Á2Hn¡1. Los
t¶ erminos libres implican: Fn = Fn¡1 ¡c1Gn¡1 ¡c2Hn¡1. De manera an¶ aloga al caso de un factor
tenemos: Gn = (1 ¡ Án
1)=(1 ¡ Á1) y Hn = (1 ¡ Án
2)=(1 ¡ Á2). En este caso la tasa de descuento



























En un esp¶ ³ritu similar Cortazar y otros (2002) presentan un modelo de 3 factores lineales ho-
moced¶ asticos. Dicho modelo constituye la base para la estimaci¶ on de la curva de rendimiento que
realiza RiskAmerica, instituci¶ on de an¶ alisis de mercado perteneciente a la Universidad Cat¶ olica.
7Por otra parte de la secci¶ on anterior, observamos que si Á1 ! 1 entonces Gn ! n. Esta
observaci¶ on tiene una informaci¶ on adicional que es que el proceso estoc¶ astico de x1t es una ra¶ ³z
unitaria. Para simplicidad asumiremos en dicho caso que c1 = 0, es decir, una caminata aleatoria
pura. Como complemento de este caso diremos que el proceso x2t es estacionario con media cero
lo que lleva a que c2 = 0 y con ello °n = 0. De esta forma el modelo se reduce a:









El modelo (6) se basa en que las tasas de descuento se encuentran explicadas por dos factores
din¶ amicos. Estos factores son homoced¶ asticos, centrados en cero y no est¶ an correlacionados.
Adem¶ as el primero de ellos es una ra¶ ³z unitaria y el segundo un proceso AR(1) estacionario.
Notamos de este modelo que bajo n = 1 entonces z1t = x1t + x2t, mientras que basado en
(5) tenemos que limn!1 znt = x1t. Esto nos indica que el primer factor corresponde a la tasa de
largo plazo mientras que el segundo es la diferencia corta-larga, lo que corresponde al negativo
del premio por plazo.
3.3 Nelson y Siegel (1987)
Los autores trabajan en un modelo de tiempo continuo donde modelan la estructura de la tasa
forward instant¶ anea. Utilizando (1) en su versi¶ on continua los autores obtienen la curva de
rendimiento la cual depende de los par¶ ametros de la tasa forward. Con datos efectivos de
rendimiento de bonos de descuento estiman los par¶ ametros.
La modelaci¶ on de la tasa forward permite una consistencia entre las tasas de descuento ob-
servadas y la directa interpretaci¶ on de las expectativas de cambios en la tasa instant¶ anea o de
m¶ as corto plazo. El resultado del art¶ ³culo es que la tasa de descuento depende de la madurez del
instrumento, ajuste que ha sido implementado por algunos analistas a trav¶ es de polinomios. La
ventaja de Nelson-Siegel (NS) es que es un modelo parsimonioso, es decir, requiere un n¶ umero
peque~ no de par¶ ametros para caracterizar completamente la curva de rendimiento.
La motivaci¶ on original de NS es un modelo lineal con un par¶ ametro calibrado. En aplica-
8ciones emp¶ ³ricas t¶ ³picamente se estima este par¶ ametro no lienal en conjunto con el resto de los
par¶ ametros. Por simplicidad consideraremos el esp¶ ³ritu original de NS y presentamos el modelo
en tiempo discreto adecu¶ andolo a la notaci¶ on presentada en la secci¶ on anterior.
En este caso el modelo es determin¶ ³stico por lo que el valor esperado de (1) es innecesario. Los
autores asumen la siguiente que la tasa forward instant¶ anea en funci¶ on del tiempo como sigue:
f(i) = ¯1 + ¯2 exp(¡®i) + ®¯3iexp(¡®i), lo que se traduce despu¶ es de la integraci¶ on en












La versi¶ on discreta considerada en este art¶ ³culo se basa en que exp(¡®) = 1¡®+O(®2), es decir
cuando ® es peque~ no podemos considerar exp(¡®) ¼ 1 ¡ ® ´ Á, de modo que 0 < Á < 1. As¶ ³ la
discretizaci¶ on del modelo NS ser¶ ³a:
z1;t+i = ¯1t + ¯2tÁi + ¯3t(1 ¡ Á)iÁi¡1:
En comparaci¶ on con otros modelos de ajuste de curva determin¶ ³sticos como las ecuaciones c¶ ubicas,
NS presenta un ajuste con una funci¶ on acotada (Án). Notamos que el exponente reducido del tercer
componente es un ajuste para la discretizaci¶ on que permite calzar la tasa de corto plazo.
Theorem 3.2. Considerando la ecuaci¶ on del promedio (1) y la estructura no aleatoria para la
tasa m¶ as corta z1;t+i = ¯1t+¯2tÁi+¯3t(1¡Á)iÁi¡1, tenemos que la tasa de descuento de madurez
n obedece a la siguiente estructura:
























1 ¡ nÁn¡1 + (n ¡ 1)Án¤



















El resultado obtenido en (8) es la versi¶ on discreta del Nelson-Siegel continuo presentado en (7).
Al igual que NS, nuestra tasa m¶ as corta implica bajo este modelo que z1t = ¯1t+¯2t, mientras que
limn!1 znt = ¯1t. Este resultado est¶ a basado en (5) y en el hecho de que limn!1 Án = 0 dado
que 0 < Á < 1. Pese a que NS es un modelo determin¶ ³stico en madurez, presenta consistencia
en los valores de las tasas tanto corta como largas. De hecho estos resultados muestran que ¯1t
corresponde a la tasa m¶ as larga de la econom¶ ³a, mientras ¯2t es el negativo del premio por plazo.
Exactamente los mismos resultados se obtuvieron con el modelo con 2 factores din¶ amicos, los
cuales eran lineales, homoced¶ asticos y no correlacionados.
Diebold y otros (200x) discuten sobre las propiedades de NS estableciendo que su bondad de
ajuste se basa precisamente en que el tercer factor (¯3t) es su¯cientemente °exible para capturar
movimientos de la curva que no pueden ser replicados con un tercer factor din¶ amico tipo Vasicek.
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